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現象の本質を捉えることは，分野に

依らず普遍的に重要な学術的課題です．

数理モデルを構築して解析することは，

その課題に対する有用な手段です．複

雑な現象でも，その構成要素の動きを

模擬した数理モデルを用いることで，

メカニズムが見えてくることがありま

す．また，数理モデルはその背後に特

別な構造が存在することもあり，数学

的にも奥深い研究対象となっています．

本稿では，ASEP（Asymmetric Simple

Exclusion Process）とよばれる確率過

程を題材にして，数理モデルの魅力を

紹介したいと思います．

ASEPとは

複雑な現象に対峙したとき，対応す

る数理モデルを構築することで，その

本質を捉えられることがあります．本

稿で紹介するASEPは，交通流などで

しばしば問題になる渋滞を捉えること

ができる数理モデルです．

ASEPの解説に入る前に，ランダム

ウォークとよばれる数理モデルについ

て紹介したいと思います．ランダム

ウォークとは，粒子が確率的に移動す

る確率過程の数理モデルのことです．

ランダムウォークにはさまざまなバリ

エーションが存在しますが，ここでは

次のような状況を考えてみましょう．

図1（a）に示すように，セルが直線上に

並んだ一次元格子の世界を考えます．

セルの中にいる粒子が，レート（単位

時間あたりの確率）pで右隣りのセルへ

移動し，レートqで左隣りのセルへ移

動する，というのがランダムウォーク

における時間変化のルールです．あま

りにも単純すぎるように思われてしま

うかも知れませんが，感染症の伝播や

株価の変動など，幅広い分野の研究に

応用されている数理モデルです．

ASEPは，ランダムウォークを多粒

子系に拡張して，粒子間に排他的な相

互作用を導入した数理モデルです1）2）．

先ほどのランダムウォークでは，格

子上には一つの粒子しか存在しませ

んでしたが，今度は格子上に複数の

粒子が存在する状況を　
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図1 ランダムウォークとASEP
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考えてみましょう（図1（b））．

この場合にモデルの時間変化のルール

を定めるには，粒子が他の粒子から受

ける影響を新たに考慮する必要があり

ます．

ASEPでは，時間変化のルールを

「各粒子はランダムウォークする

（レート pで右隣りのセルへ移動し，

レートqで左隣りのセルへ移動する）．

ただし，粒子間には排他的な相互作用

が働くため，各セルには一つの粒子し

か入ることができない．すなわち，す

でに粒子が入っているセルに移動する

ことはできない．」と定めます．一粒

子ランダムウォークの場合と比べて，

新しいルールは排他的相互作用（各セ

ルに最大一粒子しか入れない）のみで

すが，この拡張によってさまざまな現

象を捉えることができます．

ASEPの物理

とても単純に思えるASEPですが，

さまざまな現象を記述することができ

ます．例えば，ASEPは交通流を記述

する数理モデルとして応用できること

が知られています．粒子が左隣りのセ

ルへ移動するレートをゼロ（q = 0）と

した場合を考えてみましょう．このと

き，粒子は右にしか移動しません．こ

のような一方通行のASEPはTASEP

（Totally Asymmetric Simple Exclusion

Process）とよばれます．

図2のように，一次元格子を道路と

みなして，粒子を車と思うことにしま

しょう．するとTASEPは交通流の数

理モデルになっていることがわかりま

す（図2（b））．交通流では，道路上で

目の前に車がいる場合，前進すること

ができません．TASEPにおける粒子

間の排他的相互作用は，まさにそのよ

うな性質に対応しています（図2（a））．

交通流の研究においては，渋滞のな

い快適な車の流れを実現することが重

要です．TASEPを用いて粒子（車）の

流れを調べれば，渋滞の性質を捉える

ことができます．TASEPの物理を実

際に考える際には，格子の端で粒子の

振る舞いがどうなるか（境界条件）を指

定する必要があります．いろいろな設

定方法がありますが，ここでは右端の

サイトと左端のサイトが繋がっている

とする周期的境界条件を考えてみま

しょう．この場合，例えば右端のサイ

トにいる粒子が右へ移動したとする

と，左端のサイトからその粒子が出て

くる，という状況が実現されています．

周期的境界条件におけるTASEPの

粒子の流れは，粒子の密度によって特

徴づけられます．密度というのは，道

路上にどれだけ沢山の車が存在する

か，を特徴づける指標であり，TASEP

においては粒子数/セル数で定義され

ます．適当に最初の粒子配置を設定し

て，そこからTASEPのルールに従っ

た時間変化を考えたときの粒子の流れ

について調べてみることにしましょ

う．TASEPでは，しばらく時間が経

つと粒子の流れの期待値は変化しなく

なることが知られており，このような

状態を定常状態とよびます．定常状態

に達したときの粒子の流れと密度の間

には，図3のような関係があります．

この図から，低密度の領域では密度が

増えると流れが増大し，高密度の領域

では密度が増えると流れが減少するこ

とが確認できます．これは，道路が空

いているときは車の台数が増えると交

通量が増加するが，道路が混雑してき

たときは渋滞が発生するため，車の台

数が増えるとかえって交通量が減少し

てしまう，ということに対応している

と捉えることができます．

（a）粒子と車の対応
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図2 交通流の数理モデルとしてのTASEP

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

密度

流
れ

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

図3 密度と流れの関係
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ASEPの数理

ASEPの物理を理論的に調べるため

には，時間変化を記述する式を立てて，

数式に基づいた解析を行う必要があり

ます．ASEPの時間変化はマスター方

程式とよばれる微分方程式により捉え

ることができます．詳細には解説しま

せんが，ASEPのマスター方程式は，

という形式で表現されます．P(t)〉は
時刻 tにおける系の状態を記述するベ

クトルで，その成分は各粒子配置の実

現確率で与えられます．Mはマルコフ

行列とよばれる遷移確率を表す行列で

す．このマスター方程式を解くことで，

ASEPの物理を理論的に研究すること

ができます．

ランダムウォークからASEPへと拡

張する過程で，一粒子系から多粒子系

へと拡張しました．多粒子系の時間変

化を記述する方程式を解くことは通常

とても難しいのですが，驚くべきこと

にASEPの場合には厳密に解くことが

できます1）2）．可解性の背後には特別

な構造があり，可積分系とよばれる分

野において数学的な観点からも盛んに

研究されています．ASEPは現象を記

述する数理モデルという応用的側面だ

けでなく，厳密に解けるモデルという

数理的側面についても興味深い研究対

象となっているのです．

むすび

数理モデルは，現象を捉えて課題を

解決するための有力なツールであると

ともに，それ自体が奥深い構造を有す

る研究対象です．今回紹介したAESP

は，一粒子しか入れないセルが並んだ

格子上を粒子が確率的に移動する，と

いう単純な数理モデルですが，渋滞の

本質を捉えることができ，交通流をは

じめとしたさまざまな分野へ応用する

ことが可能です．また，多粒子系であ

るにも関わらず厳密に解けるという可

解モデルとしての側面もあり，物理学

的にも数学的にも面白い数理モデルと

なっています．本稿を通して，少しで

もその雰囲気をお伝えすることができ

ていれば幸いです．
（2025年11月21日受付）
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